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SUJET DE BACCALAUREAT (MAROC , Juin 2006)
EPREUVE DE MATHEMATIQUES, FILIERE SCIENCES MATH

La durée de U’épreuve est de 4 heures, coefficient 10 et "usage des calculatrices NON programmables
est autorisé.

Exercice 1 (3,5 Points)

10
On note G l’ensemble des matrices de MZ(]R) s’écrivant sous la forme M, ;) =( bj , avec
’ a

(a,h)eRxR".
On rappelle que (M2 (R) ,+, x) est un anneau unitaire.

Partie |
1. Montrer que G est une partie stable de (M2 (]R) , x).
2. Montrer que (G , ><) est un groupe. Ce groupe est-il commutatif ?

3. Soit H Uensemble des matrices M (, ) de G telles que (a,b)e]Rij.

Montrer que H est un sous groupe de (G R x) .

1 0
4. Soit A unélément de G tel que A=( lj’ acR.
a

On pose A=A1, A% =AxAd et A" = 4"x 4 pour tout entier naturel non nul 7.

Donner "expression de 4" en fonction de a et de 7.

Partie Il

Pour tout (a,b) et (x,y) dans RXR*, on définit la loi de composition interne 7' par :

(a,b)T (x,y)=(a+bx,by)

Soit ¢ ’application définie de G vers RxR" par : V(a,b)e]RxR*, on a go(M(a’b)):(a,b).

1. Montrer que ¢ est un morphisme bijectif de (G R ><) vers (]RXR* , T).

2. En déduire la structure algébrique de (RXR* . T).



3. Pour tout réel a et pour tout entier naturel n>2, déterminer le symétrique de
@O (@ )T (a,)T dans (RXR* ,T).

n fois

EXERCICE 2 (2,5 Points)

On considére dans N' x N [’équation X2 (x+y)= y2 (x— y)2 , on note (E) cette équation.

1. Soit le couple (x,)) une solution de (E).
On pose d = PGCD(x,y), x=ad et y=bd.
Vérifier que dbz(a —b)2 =(a er)a2 .

En déduire que b=1.
Montrer que a #1 et que (a—1) divise (a+1).

o 0o

En déduireque a=2 ou a=3.

2. Résoudre dans N' x N ’équation (E).

EXERCICE 3 (5 Points)

Pour tout nombre complexe z , on pose P(z)= - (2+6i0)z.

Partie |

Dans le plan complexe est rapporté a un repere orthonormé (0,?{,5) , on considére ’ensemble des

points M d’affixe z tels que P(z) est imaginaire pur. On note (H') cet ensemble.

1. Montrer que X2 —y2 —2x+6y =0 est une équation cartésienne de ().
2. Montrer que (H) est une hyperbole puis déterminer son centre, ses sommets ainsi que deux

équations de ses asymptotes dans le repére (O,el ,62) .
3. Vérifier que le point O (Origine du repere) est un point de (H) puis donner une équation

cartésienne de la tangente a (H ) au point O dans le repére (O,el ,ez).
4. Tracer (H') dans le repére (O,Zl,a).
Partie Il
1. Résoudre dans C U’équation P(z)=4-6i.

2. Onpose u=1+5i, v=1+i, w=239-1, “:arcmn@ i ﬂ:mm(ﬁj'



a. Vérifier que u Yxv=dw.
b. Exprimer un argument de u en fonction de « et un argument de w en fonction de f.

c. En déduire que 4arctan l —arctan L =£.
5 239) 4

EXERCICE 4 (9 Points)

Partie |

Dans cette partie, n est un entier naturel supérieur ou égal a 3

On considére la fonction g,, définie sur Ri par g,(x)=nx+2 In(x).

1. Dresser le tableau de variations de g, .

%
2. Montrer que pour tout x€ R, , ona +x >In(x).

3.
a. Montrer que I’équation g, (x)=0 admet dans Ri une unique solution notée «,,, puis
montrer que l <a,< L .
n Jn
b. Endéduireque Im «,=0.
n—+ o
Partie Il

I. soit 1 la fonction définie sur [0 , +oo[ par f(x)= Jxe ™.
On note Cf sa représentation graphique dans un repére orthonormé (O,;,}') .

On prend H;H:H}H:3 cm.

1. Etudier la dérivabilité de f a droite de zéro puis donner une interprétation géométrique de ce

résultat.
2. Calculer lim f(x) puis donner une interprétation géométrique de ce résultat.
x—>+00
3.
, . ' 1-3x
a. Montrer que pour tout réel x appartenant a ]O , +oo[ , f(x)= 3 f(x).
X

b. Dresser le tableau de variations de f .

4. Tracer Cf. On prendra f[%j ~0,5.

II. On pose ]=[% , 1} .



a.

b.

C.

Montrer que f(I)c .

A Uaide de la question 3.a de la Partie I, montrer que Vxel ,

. 2
xX)<—.
f) <3
Montrer que [x:a3 & (x>0et f(x):x)}, ou a3 est la solution de [’équation

g3(x) =0 (Cf. Partie I).

, 1
2. Soit (un) 0 la suite définie par u =3 et pour entier naturel n, u, .= f(u,).

nz

a. Montrer que pour entier naturel n, u, €/ .
. 2
b. Montrer que pour entier naturel n, ‘”n+1 -3 ‘ < g‘ U,—aj ‘ .
D) n+l
c. En déduire que pour entier naturel #, ‘un —a3 ‘ < (E) .
d. Montrer que la suite (un) 0 est convergente et donner sa limite.
nz
Partie Ill
8x
Soit F la fonction définie sur [0, +oo par F(x)= f(0)dt.
X

1.

a. Montrer que F' est dérivable sur [O , +00 [

b. Donner U’expression de F'(x) pour tout x appartenant a [0 , +oo[ et en déduire le sens

de variations de F'.

2.

a. Montrer que pour tout x appartenant a [0, +o[, ona 0< F(x) < 2f(x)(1 —e_7x) .

b. En déduire lavaleurde lim F(x).

X—>+0
c. Dresser le tableau de variations de F'.

FIN DU SUJET
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Exercice 1 (3 points)

1 Congruence de n

a. n impair implique n? congru a 1 modulo 8
Soit n un entier impair,
Il existe donc un entier k tel que n=2k+1, d'ou n? =4k% + 4k +1= 4k(k+1)+1.

Si k est pair alors k+1 est impair et si k est impair alors k+1 est pair, donc dans tous les cas,
k(k +1) est pair, c’est a dire qu'il existe un entier p tel que k(k+1)=2p.

On en déduit alors que n? = 8p +1, autrement dit n?=1 [8]-

Finalement, si n est un entier naturel impair, alors n~ est congru a un modulo huit.

b. n pair implique n? congru a 0 ou a 4 modulo 8
Soit n un entier pair.

Il existe alors un entier k tel que n =2k, soit n* = 4k* . on distingue alors deux cas,

>> Premier cas

Si k est pair, alors il existe un entier p tel que kK =2p, d’ou n? =4(4p2)=16p2 = n’=0 [8]

>> Deuxieme cas
Si k estimpair, alors il existe un entier p tel que k =2p+1, dou,
n* =4Q2p+1)? =16k> +16k +4=16(k> + k) + 4

Comme 16(k2 + k) est divisible par 8, alors n>=4 [8].

Finalement, si n est un entier naturel pair, alors n~ est congru a zéro ou a quatre modulo huit.

2 Un carré parfait

a. a’+ b%+ c? n’est pas un carré parfait
a, b et ¢ sont trois entiers naturels impairs.

D’apres la question 1.a, on a a’ =1 [8], b =1 [8] et =1 [8], d’ou a’+b*+c? =3 [8].
D’aprés la_question 1, un carré parfait est congru a zéro, a un ou a quatre modulo huit, donc

a2 +b2 +02 n’est pas un carré parfait.

2

a2 +b2 + ¢~ n’est pas un carré parfait.

b. 2(ab+bc+ac) est congru a 6 modulo 8

Ona (Cl+b+C)2 =a® +b%+c? +2(ab+ac+bc),



D’ou (a+b+c)2 —(a2 +b2 +cz) =2(ab+ac+bc).

Comme a, b et ¢ sont trois entiers naturels impairs alors a + b+ ¢ est aussi impair.
D’apres la question 1.a, on a (a +b—i-c)2 =1 [8].

D’aprés la question 2.a, on a a?+b*+c? =3 [8].

Donc, (a+b+c)> —(a® +b* +c?)=2(ab+ac+bc)=1-3 [8] = —2[8] = 6 [8]

‘ 2(ab+ ac+bc) est congru a 6 modulo 8. ‘

c. 2(ab + bc + ac) n’est pas un carré parfait

d’aprés la_question 1, un carré parfait est congru soit a zéro, soit a quatre modulo huit, comme
2(ab+ac+bc)=6 [8] alors 2(ab+ ac + bc) n'est pas un carré parfait.

d. ab + bc + ac n’est pas un carré parfait :

D’aprés la_question 2.b, on a 2(ab+ac+bc)= 6 [8], donc il existe un entier naturel p tel que
2(ab+ac+bc)=8p+6, autrement dit, ab+ac+bc=4p+3.

D'ou, ab+ac+bc =3 [4].

Montrons maintenant qu’un carré parfait est congru soit a zéro soit & un modulo quatre.
Soit n un entier naturel,

>> Si n est impair, alors il existe un entier k tel que n=2k+1, dou
n? =4k’ +4k+1 = n’=1 [4].

>> Sj n est pair, alors il existe un entier k£ tel que n =2k, d’ou n? =ak* = n*=0 [4].

>> Conclusion
Un carré parfait est congru soit & zéro soit & un modulo quatre, comme ab+ac+bc =3 [4] alors

ab+ ac+ bc nest pas un carré parfait.




Exercice 2 (3 points)

1 Une structure algébrique

a. Produit de deux matrices

Soient a et b deux réels non nuls, on a,

M, xMp = ’ %(a—ﬂ ’ %(b_%j _ @ %(“%Lﬁ(méj

b. ¢ est un morphisme
@ est l'application définie de R" dans E par p(a)=M, .

Montrer que ¢ est un morphisme de (]R* ; x) dans (E; x) revient a montrer que ¢(ab) = p(a)@(b) .

Ona ¢(ab)=M ,;, =M, x M, d'aprés la question précédente, donc ¢@(ab) = p(a)p(b) .

c. Structure algébrique de I’ensemble E

*
L'application ¢ est bijective, comme R est un groupe multiplicatif alors E est aussi un groupe
multiplicatif.

2 Un groupe

a. Produit de deux matrices
Soient @ et b deux réels non nuls, on a,

o ol 6 o)) | o)
NaXsz \/g a \/§ b = a i
_a\/§ —a _b\/§ -b —abx/§ + abx/§ —a (b - Zj +ab

1

o)l

J



| o=
w|’_‘
7\
| o
|
SRS
N—
Il

d’OL‘J, N(l )(Nb =

b. G est un groupe
1/ G est stable par la loi x :

Ona G = EUF eton propose de montrer que G muni de la multiplication est un groupe.
Soient x et y deux éléments non nuls de G .

» Six et y sontdans E, comme E est un groupe (question 1.c) alorsxx y € E (produit de deux
matrices 2x2 donne une matrice 2x2) et a fortiori xxy € G .

= Si x et y sontdans F alors il existe deux réels non nuls a et b tels que x=N, et y =N, et
donc xxy=N,xNp =M, € F,dou xxyeG.
a

= Six estdans F et y estdans £, alors il existe deux réels non nuls a et b tels que x =N, et
y=My,dot xxy=N,xMp=N,xM,, =N, ,x(N,xN,,), daprés la question 2.a.
a
Alors, xxy =(N,xN,)xN ,p, (le produit matriciel étant associatif).

Or N,xN, :Mﬁ =M,=1,,avec I, :((1) (l)j (Matrice identité).
a
Dou xxy=1IyxN,, =N, €F etafortiori xxyeG.
* Six estdans £ et y estdans I, alors il existe deux réels non nuls a et b tels que x =M, et

y=Np,dou:
x><y=Ma><Nb= NbXNb XNb:NbX(NbXNb)ZNbXMb =Nb><M1=Nb><]2=Nb el
a a a b a a a

donc, xxyeG.
2/ G admet un élément neutre :

MaXIZ :[2XMG :MCZ
Deplus Iy =M G et , donc I, estl'élément neutre de G .
N,xI,=I)xN,=N,
3/ Les éléments de G sont inversibles :
Ona N,xN,=M =1, donc linverse de N, par laloi x est N, (N, ><(Na)_1 =1,) et est donc
dans G .



De méme, M, xM | =1, , donclinverse de M, parlaloi x est M| etestdoncdans G .

a a

c. Le groupe G est-il commutatif ?
Soient N, et N}, deux éléments de G et soient a et b deux réels non nuls.

Sile groupe G est commutatif alors N, x Ny, = Ny, x N, autrementdit M, =M , .

a b
Orenprenant a=1etb=2,0na:
2 i 1 -3

M2=M2: 2\/5 etMlz E ﬁ

1 0o 1 2 (o 2

2
donc My #M, = N ,xNp#NpxN,.
a b

‘ G n’est pas un groupe commutatif.




Exercice 3 (3 points et %)

1 Résolution d’une équation

Le discriminant du polyndéme 22 1z+1 et négatif et vaut —3, I'équation 2% + z+1=0 admet donc deux
racines complexes conjugués notés r| et 7, avec:

—1—1\/5t —1+i3
—

rlzTe r =

2 Un ensemble de points

a. Une égalité
Soit z#0,
1 1 a-ib
Ona 22+z+1:z(1+z+—j,comme z=a+ib,alors — = 7
zZ z |Z|

1 —
Or dans le <cadre de «cet exercice, on a |z|=1 donc —=a-ib=z dou
z

I'égalité Ziz+l= z(1+z+;) )

b. Le module et un argument de z’

Ona Z'_ ! = !
142422 z(l+z+2)
. 1 _. —
Comme z =¢'? alors i0 ,deplusona z+z=2cos(d) dou,
]z| | ! | ! |_ 1
z(+z+2)| |z |l+z+ | 1+2cos(9)

et ar (z’) =ar 1 +ar —1 , on distingue alors deux cas,
g g g
z l4+z+z 1+200$(9)

>> Premier cas
J+ arg| ——— ! -0 =|[r].
1+2 cos(t9)

-1
1+2cos(d)

1+2cos(€) >0, alors arg(z ) =ar [

NI'—*

>> Deuxieme cas

1+2cos(#) <0, alors arg(z )=arg (lj + arg( j =—0-r =|r].
z

c. Une égalité

On pose z =x+ iy avec (x;y)€ R? eton propose de montrer que X2+ y2 =(1- 2x)2.



Ona s — lx 1 _ — (cos(=0) +isin(-))x 1 _ cos(@) —isin(6) _ cos(6)—isin(f)

z l+z+z 1+ 2cos(0) 1+2cos(0) 1+ 2cos(0)

' ) cos(6) —sin(@)
Comme z =x+iy,alors x=———6et y=——7—"—.

1+2cos(0) 1+2cos(0)
2 - 2
Dod, 2 +y2 _ cos (@) +sin g&’) _ 1 -
(1+2cos(6)) (1+2cos(6))

1,
(14 2cos(0))

2 2
Ona (1-2x)2 :(1— 2cos(0) j :( ! J , CQFD.
1+2cos(0) 1+2cos(0)

Il reste a montrer que (1— 2)c)2 =

Finalement, x> + y2 =(1 —2x)2.

d. L’ensemble des points M

Le point M est le point d’affixe z , il s’agit de montrer que cet ensemble de points appartient a une
hyperbole que I'on caractérisera.

On a d’aprés la question précédente, x2 4+ y2 =(1- 2x)2 , soit,

12 =(1-2x)% —x? =3x? —4x+1:3(x2—%+%j,

(&)

2
On reconnait alors I'équation d’'une hyperbole dont le foyer est le point de coordonnées (—,0], de demi

1
axe transverse E et de demi axe non transverse —.

3




Exercice 4 (10 points et %)

| Etude de f

—X
e

[ estla fonction définie sur R par f(x)= o

1 Limites de f aux bornes de son ensemble de définition
>> Limite de [ au voisinage de —oo

Dans un soucis de clarté, on pose y =—x, on a alors ,

—X y y
. e . e . e
lim f(x)= lim = lim —=- lim —=-o,

X—>—®© X—>-—0 X y—>+wo )y y—>+owo Y

dou, lim f(x)=-oo.

xX—>—00

>> [ imite de f a gauche de zéro

—X
lim f(x)= lim $—, comme lim e *=let lim x=0",

x—=>0" x=>0" X x—>0" x—>0"

Alors, lim f(x)=—o.
x—>0"

>> Limite de f & droite de zéro

—X
X

: . e : - .
lim f(x)= lim ,comme lim e *=let lim x=0",
x—=0" x—>0" X x—0" x—0"

alors lim f(x)=+o.

x—0"
>> Limite de [ au voisinage de +
: e ” . 1
lim f(x)= lim = lim ——=0.
X—>+00 x—>+0o X x—+0o xe¥
lim f(x)=0.
X—>+00

2 Variations de f

>> Expression de la dérivée

—_ *
La fonction x > ¢~ est dérivable sur R .

1
La fonction x — — est également dérivable sur R*.
b



-X _ _-Xx - X

' —xe ~ —e —e “(x+1

Donc f est dérivable sur R" et f(x)= 3 = (2 ), VxeR".
X X

>> Signe de la dérivée

% _ '
Comme pour tout réel x dans R x2 >0 ete *>0,alorsle signe de f ne dépend que de celui de

—(x+1), c'est a dire que f‘(x)<0 sur ]—1,+oo[, f'(x)>0 sur ]—oo,—l[ et f'(—l):O.

>> Tableau de variations

x — 0 -1 0 +00

f(x) + - -

1 + o0
S () /e \ ‘

3 Branches infinies et construction de C

a. Nature des branches infinies de C

>> Puisque lim f(x)=0, alors la courbe C admet I'axe des abscisses comme asymptote
xX—>+00

horizontale au voisinage de + l'infini.
>> Puisque lim f(x)=—o0, alors la courbe C admet I'axe des ordonnées comme asymptote
x—>0"

verticale.

>> Puisque lim f(x)=+o0, alors la courbe C admet 'axe des ordonnées comme asymptote

x—0"
verticale.

) ) X
>>Comme lim f(x)=+o0,ilfautcalculer lim M

X—>—00 xX—>—-owo X
. f(x) e r - s
Ona Ilim —== lim —5- =+, donc la courbe C admet au voisinage de — I'infini une branche
xX—>—0 X X—>—0 x

parabolique.

10




b. Représentation graphique de la courbe C

4.0

301

2071 Cf

-101

2.0

Il Etude de la suite (uy)

1 Une inégalité

Il s’agit de montrer que pour tout réel x on a e* > x+1, pour cela il suffit d'étudier le signe de la
différence entre les deux membres de cette inégalité.

Posons d(x)=e* —x—1 etmontons que Vxe R, d(x)>0.

d est dérivable sur R et d‘(x) =e* —1, on en déduit facilement que :
= d sannule pour x=0.

= d >0 surTlintervalle [O,+oo [

= d <0 surTlintervalle ]-.,0].

11



>> Dol le tableau de variations de la fonction d

X —00 0 +00
d (x) - +
d(x)

0

On voit d’apres le tableau de variations ci-dessus que d admet un minimaen x =0 etque d(0)=0.

Conclusion : Pour tout réel x ona d(x)=e* —(x+1)>0 dot e* > x+1.

>> Nota

On peut montrer cette inégalité de la maniére suivante :

X X

X

Vx>0,ona eXZI:J‘ etdtZI dt:[et} >x = e —12x =>e'* 2x+1 ;)

0
0 0

2 Une autre inégalité

X
On propose de montrer que pour tout réel x strictement positif on a xzf(x) < —1 , pour cela et comme
X+

indiqué dans I'énoncé, on utilise I'inégalité établie a la question précédente, c’est a dire,

1 1 _ 1 1 _
eF>x+1 = —<—— pourtout x>0 = e ¥<—— car —=¢e .
et x+1 x+1 er

On divise les deux cotés de cette inégalité par x pour faire apparaitre I'expression de f(x) (x étant
strictement positif --> division autorisée + pas de changement de sens pour l'inégalité).
—X

Il vient, Q—S;, Vx>0
x  x(x+1)

X
On multiplie finalement les deux cotés de cette inégalité par x” et on obtient xzf(x) < 1
X+

3 Limite de (u,)
a. Encadrement de u,

1
Il s’agit de prouver par récurrence que pour tout entier naturel n,ona 0 <u, < —1
n+

>> 1, >0
Pour n=0,0na uy=1>0, donc la relation est vraie a I'ordre zéro.

On suppose que la relation est vraie a I'ordre 7, c’est & dire que u,, >0 et on s’intéresse a l'ordre n+1.

12




u, >0

On a u,,|=u, e d'apres I'hypothese de récurrence on sait que u, >0, de plus e
(l'exponentielle étant toujours positive), on en déduit alors que u,, | >0, La relation est vraie & I'ordre

n+1. Elle est donc héréditaire.
>> Y, <——
"+l
1 , e .
Pour n=0,0na uy =1 et 01 =1 donc la relation est vraie a I'ordre zéro.
_+_

1
On suppose que la relation est vraie a l'ordre n, c’'est a dire que u,, S—l et on s’intéresse a l'ordre
n+

n+l.

Ona u, 1 =u," f(u,), or nous avons montré a la question précédente que pour tout réel x strictement

ul’l
+1

X
positif, on a xzf(x) < 1 et comme u,, >0 alors unzf(un) <
X+ n

1 , X .
D’aprés I'nypothese de récurrence on a u, S—l, de plus la fonction xH—l est croissante sur
n—+ X+

]0,+00[ (pas de changement de sens pour l'inégalité).

Up

L'inégalité unzf(un) < devient alors,

n

1

1
unzf(un)ﬁ’f—“ :unzf(un)ﬁm, la relation est vraie a l'ordre n+1, elle est donc
—+1
n+l

héréditaire.

1
Finalement, pour tout entier naturel 7, ona 0 <u, < —1
n+

b. Convergence et limite de la suite (uy)

1
On utilise 'encadrement de u,, démontré a la_question précédente, c'est a dire 0<u, S—l et on
n+

passe a la limite (nofons que le passage a la limite fait changer les inégalités strictes en inégalités larges),

. . 1 ) 1
Ona, 0< lim u,< lim ——, comme lim ——=0 alors d’aprés le théoréme des gendarmes,
n—+a0 n—+oon+1 n—>+on+l

ona lim u,=0.
=+ 00

La suite (u,,) est donc convergente et sa limite vaut zéro.

13



4 Etude de la suite (v,)

a. Une autre expression de v,
n-1

La suite (vn) est définie pour tout entier naturel » non nul par v, = E u; , on propose de montrer que

v, :ln(ui}
n

u
On part de I'expression de (u,,), c’est a dire u,, =u,_,e "~

k=0

I eton « compose avec le LN » des deux

cotés de I'égalité, (notons que d’aprés la question I.3.aon a u,, >0).

In(u,)=In(u, ¢ "')=In(u, )+In(e "')y=In(u, )-u, .

On passe a la somme, terme a terme,

anln(uk) = Zn:hl(uk—ﬁ—zuk—l
k=1 k=1 k

n
=1

In(uy) + In(uy) + In(uz) +...+1In(u,,) = ln(uo)+ln(u1)+ln(u2)+...+ln(un_1)—Zuk_1 :
k=1

Aprés simplification, il reste,

In(u,,) = In(ug) - Zuk_l
k=1

Comme up=1, alors In(uy)=0, de plus E Up_1 =uy+up+uy+..+u, = u, =v,

n n—1

k=1 k=0
(décalage d’indice).

1
Alors, v, =—In(u,,) = ln(—j, u,, étant strictement positif.
u

n

b. Limite de (vy)

. . . 1
Nous savons d’aprés la question I.3.a que lim u, =+, dou Iim —=0.

n—+o n—+ow Uy
1 . . 1
Comme v, =In| — [alors lim v,= lim In| — |=-o.
Uy, n—>+o n—>+o Uy
La suite (v,) estdivergenteet lim v, =—o0.
n—+ow

14



lll Etude de F

45>
F=|  fd x>0

F' est la fonction définie sur l'intervalle [0,+oo[ par
X

F(0)=21n(2)

1 Un encadrement

a. Valeur d’une intégrale

Ona J“‘x ﬂz[lnltﬂig‘z :1n(4x2)_1n(x2):1n(4)+1n(x2)_1n(x2):1n(4):ln(zz)zzln(z)_

2 1

X

b. Encadrementde e’ t-1
>> e 1>~

A la question 1.1 on a montré que pour tout réel x,ona e* >x+1.

t

Posons x = —¢ , linégalité devient alors ¢ ' > —¢+1, autrement dit e " —1> —¢.

>> e 1 -1<0

Onat>0=—t<0=e ‘<l=e'-1<0.

Finalement, pour tout réel ¢ strictement positif, ona —¢ < e -1<0.

2 Continuité et dérivabilité de F a droite de zéro

a. Encadrement de F(x) — 2In(2)

Il s’agit de montrer que pour tout réel x strictement positif, on a 3x? < F(x)—2In(2) <0, pour cela on

utilise I'encadrement établit a la question précédente :

Vt>0,0ona —t<e ' —-1<0.

On divise ensuite les membres de cette inégalité par ¢ (¢ est strictement positif) ce qui donne :
~t

PN Ty
t ot

On intégre ensuite cette inégalité sur l'intervalle [xz , 4x2] il vient :

4x* 4x° e_t 4x° dt 4x* 4x* dt
I —dtﬁj Tdt_j‘ TSO,autrementdit J —dtSF(x)—j TSO
2 x2

X2 xz )C2 X

2

4x? dt 4x?
On a wvu a la_question lll.L1.a que j —=2In(2), de plus J —dt =-3x%, dou,
2t

X X

—3x? < F(x)-2In(2)<0.

15



Finalement, —3x° < F(x)-2In(2)<0.

b. Continuité et dérivabilité de F a droite de zéro
>> Continuité de F & droite de zéro

Il s’agit de montrer que lim F(x)=F(0), pour cela on utilise I'encadrement de la question
x—>0"

précédente.
Ona —-3x? < F(x)-2In(2)<0
On passe a la limite (notons que le passage a la limite fait passer les inégalités strictes en inégalités
larges).
lim —3x* < lim (F(x)-21n(2))<0

x—0" x—0"

Comme lim —3x2 =0 alors d’aprés les théoréme des gendarmes, on a lim (F(x)—2ln(2)) =0,
x—0" x—=0"
dot lim F(x)=2In(2)=F(0).

x—0"

| F est donc continue a droite de zéro. |

>> Dérivabilité de I & droite de zéro
On part également de I'encadrement “3x% < F(x)—-2In(2)<0 et on fait apparaitre le taux
d’accroissement de I a droite de zéro.
Vx>0, ona,
F(x)-2In(2 F(x)-F( . . F(x)-F(@
—3X<MSO = —3X<MSO = Ilim —-3x< lim MSO
X x—=0 x—>0" x—0" x—0

Comme lim —3x=0 et lim F)-F(O)

= F'(O) alors d’aprés les gendarmes :
x>0 x>0t x—=0

F est dérivable a droite de zéro et F'(O) =0.

3 Limite de F au voisinage de + I'infini

a. Majoration de f(t)

Pour tout réel >1, f(¢) est majorée par e ' :

1 e _
t>21 = -<1 = —<e t, notons que I'exponentielle est positive donc I'inégalité ne change pas de

t t
sens ;-)

Finalement, t>1 = f(f)<e ".
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b. Limite de f au voisinage de + I’'infini
—t
_ e
Nous venons de montrer que pour tout réel £ >1,0ona f(tf)<e ", deplus f(f)=—>0, on en déduit
t

alors que 0 < f(t)<e™".

On intégre ensuite cette inégalité sur l'intervalle [xz , 4x2] il vient,

4x? 4x* 4x?
0< f()dt < I eldt = 0< F(x)< j eldt.
2

2 2

X X X

x2

4x?
2 2 2 2 2
Par ailleurs, I eldr=[-e 1% = —(e_4x - ) dou 0< F(x)< —(e_4x - ) .
X
2 2
On passe & la limite, 0< lim F(x)< lim —(e_4x - )
X —>+00 x—>+00

. —4x? P S
Comme lim —(e Y —e™* |=0 alors d’aprés les gendarmes, on a :
X—>+00

lim F(x)=0.

X—+0

4 Variations de F

a. La dérivéede F

On commence par justifier la dérivabilit¢ de F sur lintervalle [O,+oo[ et on donnera ensuite

I'expression de F‘(x).
D’aprés la question I1l.2.b, on a I dérivable a droite de zéro.
—t

e
Notons H la primitive de la fonction f :¢+> —— sur lintervalle ]0,+oo[ s’annulant en x=1, donc:
t

xe_;
H(x)=j —dt .
1 ¢

Nous avons F(x) = H(4x2) - H(xz) donc F' est dérivable sur ]O, 4+ [ (car composée de fonctions

dérivables: H , x> 4x? et x> x° ).

>> Conclusion

F est dérivable sur [0+ et

e e
—2xx = — =

4x X2 X X X

42 2
—4x? —x? 26—4x2 2e—x2 2(6 4x —e " )

F'(x):8x><

17



b. Variations de F

>> Signe de F' '

1 % _
Le dénominateur de [/ étant positif sur R, le signe de dérivée est celuide x> e

2
X

2 2

2
Or pour tout réel x>0, 0n a 42> = 4P < = e <o
4x°

2 '
Dot e ™ —e* <0 = F(x)<0 = F estdécroissante.

>> Tableau de variations de F

car x — ¢ est croissante.

X 0

F (x) -

21n(2)

F()  »
0

c. Représentation graphique de C¢

1.4'_
1.21

0.8
06
0.4
0.2]

5 Limitede G

4x
G est la fonction définie sur ]0,+oo[ par G(x) :I e”'In(r)dt .
X

a. Une autre expression de G
4x
On intégre par parties I'expression J. e’ In(¢)dt en posant :

X

18




{u(t) = In(f) W)=
=

, t
v(t)=e! W)= e

— 4y 4x —t

Ce qui donne G(x)=|-In|s |e_tJ +I ert = —(ln(4x)e_4x +ln(x)e_x)+F(x/;) pour tout

X
X

x>0.

Finalement, pour tout réel x strictement positif, on a bien G(x) = F(\/;) e In(4x)+e " In(x) .

b. Une limite
Valeur de lim (e_x —e_4x)ln(x).
x—07"
4 o X _e—4x
Pour tout x strictement positif on a (e_x —e x)ln(x) =—xxIn(x).
X

Onsaitque lim xIn(x)=0 eton calcule la valeur de lim
x—>0" x— 0" X

X

Onpose [(x)=¢e — e notons que /(0) =0 etque / est dérivable, donc,

-x _ —4x _
lim £ =¢ " _ jip [0 =10

x—0" X x—>0" X—

=1'(0), parailleurs [ (x)=—e ¥ +4de~* dou I (0)=3.

x—07" x—07"

-x __—4x
Finalement, lim (e_x e ) In(x) = lim [Lx xln(x)] =3x0=0.
X

c. Limite de G(x) a droite de zéro

On a montré & la question Ill.5.a que pour tout x>0 ona G(x)= F(\/;)—e_“ In(4x)+e " In(x),

autrement dit,

G(x) = F(Vx) =™ (In(4) +In(x)) + " In(x) = F (Vx ) - In(4)e ™ +In(x) (e—x e ) .
Soit lim G(x)= lim F(x)- lim In(4)e™ + lim In(x) (e—x - e_4x) .

x>0 x—0 x— 0t x>0

On sait que lim+F(\/;):F(O)=2ln(2), on sait également d’aprés la question précédente que
x—0

lim (e_x - e_4x)1n(x) 0.

x—07"

Dou, lim G(x)=2In(2)-In(4) =2In(2)-2In(2) =0.

x—>0

FIN
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Corrigé

Exercice 1
1. (a) On remplace z = da et y = db dans (F) :

d*a*(d*a® +7) = db(2da + db)
& d?a®(d*a* +7) = d*b(2a + b)

& a?(d*a® +7) = b(2a + b)

(b) D’apres (a), bla*(d*a*+7). Or comme zAy = d, aAb = 1, d’ott a®, bA = 1. Par le théoréme
de Gauss, b divise donc d?a® + 7.
Par conséquent, il existe k € N tel que

P’ 7= kb

En remplagant dans 1’égalité du (a), il vient :

a’kb = b(2a + b)

a’k =2a +b

a’k=2a+b = b=aka—2) = alb = a=aAb =

et comme b # 0,

()



(d) On a alors :

(F) & d*> +7=0(2+0)
(E) & V+2=d>+7
(E) & V+2b+1=d*+38

(E) (b+1)2=d*+8

2. D’apres (1), si (z,y) est solution de (E) alors z = z Ay, c’est-a-dire x|y, d’ou y = bz, et alors :

(b+1)*=2"+38
& (b+1)2—2*=8
= b+14+2)(b+1—-2)=8=2°

Orb+1+z>b+1—z,etb+1+a2+b+1—2x=2(0b+1) quiest paire, donc b+ 1+ z et
b+ 1 — x sont de méme parité, soit pairs, comme leur produit est pair.

Onaalors: b+ 142z =4et b+ 1— 2 = 2 qui sont les seules solutions. On trouve alors le
systeme suivant :

b+1—a2=2 b—x=1

{b:Z
4

r=1
Ory=bxr=2.

Réciproquement, (1,2) est solution de (F). Donc

S ={01,2)}

{b+1+x:4 {b—l—sz
p=—

Exercice 2

1. (a)

On retrouve ’équation d’une ellipse centrée en O, d’axe (Ox), de demi-grand axe a = 4
et de demi-petit axe b = 3.

(E) est la partie de cette ellipse située au-dessus de I'axe (Ozx).



=T T THEE S - T T
(b) ¥

2. (a) Avec le changement de variable x = 4 cost, on trouve :
3 0
I(zy) = 4_1/ V16 — 16 cos? t x (—4sint)dt
t1
3 0
= —/ —16Vv'1 — cos? tsintdt

4t1

t1
:12/ sin? ¢ dt

0

"1 — cos2t
:12/ 1—cos2t

0 2

1 sin 2t 1%
—12%x —(t; —0) — 6

pt-0) 6757

I($1> = 6t1 — 3sin Ztl
(b) — M;(z1,y1) appartient a (F), donc

3/

3
Y = ZV 16 — 16 cos? t;
=34/1 —cos?t;

— En faisant une figure, on voit facilement que

Or x1 =4costy, d’ou :

Ty X Y1

S(Z‘l) = I(I’l) + >

1
x1) + 5 X 4costy X 3sinty

.171) + 3sin 2t1

I(

= I(z1) + 3 x 2sint; costy
I
6t1 — 3sin 2t; + 3sint;

S(l‘l) = 6t1




— Clairement,

S =5(0) :S(4cosg) :6><g:37r

— On a I’équation :

1 3
S(ZL’l) = 53 -~ 6t = ?ﬂ— <~ t1

N

— M a pour coordonnées (4 costy,3sint;), donc

—_ — . —
OM, = 4costii’+ 3sinty)
= costy X 47+ sinty x 37

— ) —
=cost1OA +sint;0B

N ™ ‘
D’ou, pour t; = —, M; a pour coordonnées
4

, (@ﬁ)
2 2

Exercice 3

1. Soit M(al,b1)>M(a2,b2) cFk:

a; + bl —bl as + b2 _bQ
M(al,bl) - ( bl a ) M(ag,bz) - ( b2 s )

Pour la somme :

a1+ as) + (b1 + b —(by + b
M(ahbl) + M(a2,b2) = (( ! (51)+ 152)1 2) (éll_l_ a;))) = M(a1+a2,b1+b2) S

Donc E est stable pour la loi +.
Pour le produit :

M M _ (a1 + bl)(CLQ + bg) — blbg —(Cll + bl)b,blag
(a1,b1) (a2,b2) bl (CLQ -+ bg) —+ CleQ —b1b2 + ajag
[ aaz + Glbg + b1a2 + blbg - blbg —a1b2 - blbg — b1a2
N blaz + b1b2 + a1b2 —b1b2 + ajag

_ (a1a2 — blbz) + (a1b2 + blbg + blCLQ) —(a1b2 + ble + b1a2)
a1b2 + blbg + b1a2 aijag — blbg

M(a1,b1)M(a27b2) = M(a1a2—blb2,a1b2+b1b2+b1a2) ek

Donc E est stable pour la loi x.
E est donc une partie stable de (Ms(R), +) et de (M2(R), x).




IT.

1. Posons u = z + iy, avec © € R et y € R* (u n’est pas réel). Soit (a,b) € R* montrons que

2. (E,+) est un sous-groupe de Ms(R) car E est non vide et F est stable par +, et pour tout

Map € E,ona —Myy = M) € L.

En outre, la stabilité de E par x suffit pour conclure que (E,+, x) est un sous-anneau de
I'anneau (Ms(R), +, x).

Pour tout (ay,b;) et (ag,by) de R? on a :

M (a,5) M (ar 1) = ((a2 +b2)(a1 +b1) —biby  —(ag + b2)by — bwl)

(a1 4 b1)by + asb, —b1by + araq
_ (CL16L2 — blbg) + (a162 + b1b2 + bl(lg) —(albg + b1b2 + bl(lg)
ai1by + b1by + bras ajag — biby

=M (ayaz—b1b2,a1ba+b1b2+b1az)

M(azybz)M(al»bl) = M(ahbl)M(ambz)

Donc (E,+, x) est un anneau commutatif.
Puisque I = M) € E, E est unitaire et d’unité la matrice unité I.

a) Résolvons I’équation du second degré x“+xy+y~ = 0 en x. L’équation a pour discriminant :
Résol I’équation d d degré z? 2=0 L’équati discriminant
A=1y?—4y* =-3,°<0

L’équation admet une solution réelle uniquement pour y = 0. Cette solution est alors :

y
:——:O
Ty

Ainsi,

22 +ay+y* =0 & r=1y=0]|

(b) Un élément M, de E est inversible si et seulement si det M qp) # 0.
Or
det M o) = ala +b) + b* = a® + ab + b
Le déterminant est donc nul uniquement si a = b = 0, soit pour Mg ).
Ainsi, tous les éléments de £ sauf Mg sont inversibles.
(¢) (F,4+, x) est un anneau commutatif non réduit a {0}, et tout élément non nul de E est
inversible pour le produit.
Par conséquent, (F,+, X) est un corps commutatif.

a+ub=0=a=0=0.

a+xb=0

a+ub=0&a+2b+1yb=0&
yb=10

Or y #£ 0, donc on a b =0, ce qui donne aussi a = 0. Ainsi,
Y(a,b) ER*a+ub=0=a=b=0

Donc (1,u) est une famille libre.

Montrons que (1,u) est génératrice. Prenons alors v € C, et montrons qu'il existe (a,b) € R?
tels que v = a + bu.

On a v = vy + ive, avec (vy, vy) € R?, et V(a,b) € R? a + bu = a + xb + iyb.



v Vo
Soit, en posant b= — et a = v; — bz = v; — ——, on a bien (a,b) € R? tels que
Y

Vo W v
a+bu=uv — = 4 2x+iy =1 +ivy =
)

Par conséquent,
Vv € C,3(a,b) € R* v =a + bu

Donc (1,u) est une famille génératrice.
Par conséquent, (1,u) est une base de I'espace vectoriel réel (C, +,-).

. Soit (Mg, b1)s Mass)) € E*. Alors :

w(M(ahbl) + M(azvbz)) = w<M(al+a2,b1+b2))
= a1+ az+ (by + ba)u
= (CL1 + b1u) + (a2 + b2u)

w(M(ahln) + M(a2,b2)) = w(M(ahbl)) + w(M(ambz))
Y est donc un morphisme de (E,+) dans (C, +). Montrons que v est bijective.

On voit clairement qu’a chaque matrice M, ;) € E correspond un unique couple (a,b) € R?
et réciproquement. De plus, comme (1, u) est une base de (C,+, ), a chaque z € C correspond
un unique couple (a,b) € R? tel que z = a + bu, et réciproquement.

Par conséquent, a chaque matrice M, € E correspond un unique z € C et réciproquement,
donc 1) est bijective.

On a donc montré que ¥ est un isomorphisme de groupe de (E, +) sur (C, +).
. L’équation dans C 2* — 2 + 1 = 0 a pour discriminant :

A=1-4=-3
Elle admet donc deux solutions complexes conjuguées, a savoir :

1403

& 2

Donc

g J1+ivB 1-iv3
N 2 72

Sous forme trigonométrique, cela nous donne :

S = {cos g + ising>COS (‘%) isin (_g>}

. Remarquons premierement que u est solution de I’équation 2> — z + 1 = 0, donc v? = u — 1.
On a:

w(M(mJn) X M(az,bz)) = w(M(a1a2—b1b2,a1b2+b1b2+b1a2))
= a1a9 — blbg + (a162 + ble + blag)u

et
V(Marp)) X V(Mazbs)) = (a1 + biu)(az + bou)
= a1ag + (a1b2 + blag)u + blbgu2
= aias + (albg + blag)u + blbg(u — 1)
= a1a9 — blbg + (Glbg + b1b2 + blaz)u



¢(M(a1,b1) X M(a2,b2)) = w(M(mJn)) X w(M(az,bz))

D’ou ¥ est un morphisme de (E, x) vers (C, x). On a montré auparavant que v est bijective,

donc v est un isomorphisme de (E, x) sur (C, x).

Exercice 4

1. En 0" :

et

d’ou :

En +o00:

donc

Donc (C') admet une asymptote horizontale en +oo d’équation y = ——=.

lim f(x)

T—-+00

1
2

1
2

2. (a) f est dérivable sur |0, +oo[ comme quotient et somme de fonctions dérivables sur cet

intervalle. Pour tout x de |0, +o0] :

r?/x —2xnx

fl(x) =4 pr
, 1-21
f(x) :4TM

(b) Pour tout z > 0, 2° > 0, donc f'(x) est du signe de 1 — 2Inz. # — 1 — 2Inz est
strictement décroissante (car In est strictement croissante) sur |0, +o00[, et s’annule pour
Inz =1/2 & 2 = y/e. On a donc le tableau de variations suivant pour f :

x [0 Ve —+00
I + | -
2¢~" —1/2
f / N\
—00 —1/2

3. f est dérivable donc continue sur |0, 4o00].
f est continue et strictement croissante sur |0, v/e], donc la restriction de f & ]0,+/e] est une
bijection de ]0, /e] sur | — 0o, 2e™" — 1/2]. Ainsi, tout élément de ] — oo, 2e™ — 1/2] admet un
unique antécédent par f dans )0, v/e[. Or 0 €] — 0o, 2e' —1/2], donc I'équation f(z) = 0 admet

une unique solution a dans ]0, v/e|.

De méme, f est continue et strictement décroissante sur [v/e, +o00o[, donc la restriction de f &
[\/e, +00] est une bijection de [v/e, +oo[ sur [2e™* — 1/2, —1/2]. Ainsi, tout élément de [2e™! —



1/2,—1/2] admet un unique antécédent par f dans [/e, +o0o[. Or 0 € [2¢* —1/2, —1/2], donc
I’équation f(x) = 0 admet une unique solution b dans [v/e, +o0l.
De plus, on a

(1) = —1/2 < fla) = 0 < f(\/e) = 27 = 1/2

et f est strictement croissante sur |0, v/e], donc

1<a<+e
De méme :
f(Ve) > f(b) =0> f(3)
car Aln3 4.4 1 |
n
1 <1 1.1 4 -/ —— -
<ln3<1,1=4/9< 2 < g = 18<f(3)< 9O<O

et f est strictement décroissante sur [v/e, +-o00[, donc

Ve<b<3

Par conséquent, I'équation f(x) = 0 admet exactement deux solutions a et b vérifiant :

l<a<+ye<b<3

4. On a f(1) = —1/2 et f'(1) = 4, ot I'équation de (T), tangente a (C') au point d’abscisse 1,
a pour équation :

(T):y =M=+ f(1)

9
— 4y — =
) Z 5
d.
0.2 .
e 2 B B 8 10
0
-0.2]
0.4]
-EI.E'E
-0.81
13
IT.
1. Pour tout ¢ > 0 :
1+t>1
1
= — S
1+1¢
(car x — 1/x strictement décroissante sur |0, 400[).
De plus,
1-# <1

s (1-bHl+H <1
1

= l—1t< —
1+1



ITI.

car 1+t > 0.
D’oti on trouve la double inégalité cherchée : pour tout ¢ de [0, +o0],

1
1l—-t<——<1
1+t

. En intégrant la relation précédente entre 0 et a :

a a t a
/(1—t)dt< d—g/ dt
0 0 1+t 0

CL2

2

& a——<In(l+t)<a

. fn est dérivable sur |0, 4+o00[ comme quotient de fonctions dérivables. Pour tout x de 0, 4+o00],

1—2lnz

Les variations sont les mémes que pour f...

. [, est aussi dérivable sur R’ et pour tout = de R,

—22%/x — 32%(1 — 2Inx)

fo(x) =n 26
6lnx —5
[ () I —

Onan >0, z* >0, donc [/ est du signe de x — 6lnx — 5, qui est strictement croissante sur
10, 400/, et s’annule pour = = /5.

Ainsi, f/ est strictement négative sur 0, e 6[, s'annule en e/ 6 et est strictement positive sur
1”6, +ocl.

D’otl, (C,,) est concave sur |0, e”°[, convexe sur |¢”/%, +o0[, et admet un point d’inflexion d’abs-

cisse /6.

(a) |
nx
fn+1<x) - fn<x> = ?
et pour tout x de |0, +oo[, 2* > 0, donc : pour 0 < x < 1, fuoi1(x) < fu(x); pour z > 1,
fria(@) > ful@). En 2 =1, fua(z) = ful).
(b) Il en découle que sur |0, 1], (Cy41) est en dessous de (C,,), et sur |1, +o0], (C,) est en-
dessous de (C,41). Les deux courbes se coupent au point d’abscisse 1.

4. On prend exactement la méme démonstration qu’au I-3, en remplacant a et b par u, et v,.

. On sait que pour tout z de |1, 4+00], frnr1(z) > fu(z). Or u, €]J1,400|, d’out

fn+1(un> > fn(un) =0

OI‘ fn+1(un+1) - 07 d’ou :
fn-i-l(un) > fn+1(un+1)

fny1 est strictement croissante sur |1, v/e[, et wy,, u,1 €]1, Ve[, donc :

Up > Up4+1

La suite (uy)n>4 est donc strictement décroissante.



6. (a) Pour tout n > 4, u, > 1, donc u,, — 1 > 0. En appliquant la formule de II-2, on trouve
alors : 2
un—l—%glnungun—l
n—1(2—u,+1
(:)(u )(2 u+)<lnun<un—1
<:>(u >2( u)glnungun—l
(b) Partons du fait que f,(u,) =0 :
nlnu, 1
n\Un) = —==0
fulu) = "~ 5
U2
& Inu, = —
n
Or d’apres la question précédente,
2
u
1 n — = < n 1
nu 5, S U
De plus,
n - )3 n 2
(= DB=w)
2 2n
& < 2
/u’TL - A NN
2n(3 — uy)
(la division par 3 — u, ne change pas le sens de I'inégalité car u, < /e < 3.
Ainsi, on trouve l'inégalité cherchée : pour tout n > 4,
u? u?
P T [ Q. —
on > S n(3—uy)
(c) Par aill it que 1 < u, < Ve, d L S S
c¢) Par ailleurs, on sait que Up e, donc — < 4 e
’ a n 2 (B =) (3 — )
De plus,
u, < Ver1,65<2
& u, +1<3
& 3—u, =1
1
1
3 — Uy
e
~ <

Ainsi, on trouve :

S|lo




(d) Clairement,

. . (§]
lim — = lim — =0
n—+oco 2N n—+oo M

Donc, d’apres le théoreme des gendarmes,

lim u,—1=0
n—-4o0o

d’ou :

lim wu, =1
n——4oo

7. (a) Calculons f,(e®®) pour tout n > 4 :
on 1
56y — <
Jale™) = 6eS/3 2
5 x4 1
2 - —
6x53 2
> 0,12

>0

Or f,(v,) = 0, donc f,(€%%) > fo(vn), d’olt comme v,,e*® € [\/e, +00| et f, est stricte-
ment décroissante sur cet intervalle,

vy, > €0,

(b) Pour tout n > 4, par définition f,(v,) = 0 donne v> = 2nIn(v,).
Le (7a) donne Inv, > 5/6.
D’ou

) 5
Et comme 11&1 gn = +00, on a

lim v, = 4+o00|.
n—-4oo
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